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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
Una definicio´n de aeronave no tripulada, es una aeronave en la cual su tripulacio´n
ae´rea ha sido reemplazada por un sistema compuesto por una computadora de vuelo
y un radio control, aunque en realidad este tipo de sistemas es mucho mas complejo.
La aeronave es solamente una parte, aunque importante, del sistema total. Dicho
esto, SANT esta compuesto a su vez por subsistemas que incluyen:
Aeronave (usualmente UAV).
Estacio´n de control.
Sistemas de comunicacio´n.
Sistemas de lanzamiento y recuperacio´n del veh´ıculo.
Autopiloto.
Carga u´til.
Los llamados drones poseen cero ı¨nteligencia 2a que son lanzados en misiones
pre-programadas con rutas pre-programadas y de retorno a base. no tienen comuni-
cacio´n en tiempo real y los resultados de las misiones, por ejemplo fotograf´ıas, solo
pueden recopilarse una vez que este llego a la base.
1
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Los SANT por su parte, tienen un grado mayor de ı¨nteligencia automa´tica.
Son capaces de comunicarse con una estacio´n tierra y enviar datos de sensores desde
ima´genes te´rmicas (si es que esta equipado el sensor) hasta los datos de vuelo que
proporcionan los sensores inerciales y de posicio´n; velocidad, posicio´n y los respecti-
vos a´ngulos de orientacio´n. Ademas, si una falla en algu´n componente o subsistema
llegase a ocurrir en el SANT, este tomara una accion correctiva y/o alertara al opera-
dor del evento.Este tipo de sistemas pueden llevar a cabo misiones las cuales pueden
ser civiles como: fotograf´ıa ae´rea, agricultura, vigilancia, monitoreo de contamina-
cio´n, deteccio´n de incendios, etce´tera o tambie´n tienen aplicaciones militares como:
eliminacio´n de bombas, vigilancia de actividad enemiga, monitoreo de contaminacio´n
nuclear, destruccio´n de sistemas de radar, etce´tera.
1.1 Configuraciones de VANTs
El rango de configuracio´n disponibles para los VANTs es tan amplio como los que
existen para las aeronaves tripuladas. Las configuraciones de los VANTs usualmente
se agrupan en tres principales tipos que se diferencias por su metodo de aterrizaje y
despegue:
HTOL (Horizontal Take-Off and Landing), en espan˜ol, despegue y aterrizaje
horizontal fig. 1.1.
VTOL (Verticall Take-Off and Landing), en espan˜ol despegue y aterrizaje ver-
tical fig 1.2.
Hibridos combinan las cualidades de ambos tipos HTOL y VTOL fig 1.3.
Cap´ıtulo 1. Introduccio´n 3
Figura 1.1: Distintos tipos de aeronaves HTOL.
1.1.1 Configuracio´n HTOL
Esta configuracio´n de aeronaves son las que, al acelerarse verticalmente, necesitan de
una pista de despegue/aterrizaje para poder realizar dichas maniobras. Los HTOL
se subdividen en 3 tipos fundamentales, determinados principalmente por el balance
de levantamiento-peso y por su estabilidad y control. Empenaje en popa, empenaje
en proa o sin empenaje son las categor´ıas.
Ala principal en proa y superficies de control en popa. Esta es la configuracio´n
convencional aceptada por la industria aerona´utica en el sector comercial y/o
de transporte. El centro de masas en esta configuracio´n se encuentra adelante
del centro de sustentacio´n del ala el cual es balanceado por el estabilizador
horizontal que se encuentra en la popa. A su vez, el estabilizador horizontal
provee estabilidad en guin˜ada y el angulo diedro del ala principal proporciona
estabilidad en alabeo.
Existen tambie´n algunas ventajas aerodina´micas que poseen este tipo de aero-
naves en comparacio´n con otras, ya que al poseer el sistema de propulsio´n muy
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cerca del centro de masas reduce la inercia total de la aeronave en cabeceo y
guin˜ada.
Configuracio´n Canard. Esta configuracio´n tiene el estabilizador horizontal mon-
tado por delante del ala. El centro de masa esta tambie´n delante del ala lo que
asegura la estabilidad en el plano horizontal. Una ventaja de los Canard es
que las dos superficies de sustentacio´n esta´n generando sustentacio´n positiva,
lo que lo hace aerodina´micamente mas eficiente que las aeronaves que tienen
el estabilizador en popa. Tambie´n posee la ventaja que al tener el estabilizador
horizontal delante del ala principal, este siempre se va a encontrar a un angulo
de incidencia mayor que el del ala principal. Esto resulta en que a a´ngulos
de incidencia altos (a los cuales t´ıpicamente cualquier superficie alar entra en
perdida) solo el estabilizador horizontal entrara en perdida y por consecuencia
solo se perdera´ una pequen˜a parte de la sustentacio´n y en un movimiento sua-
ve de cabeceo nariz abajo de recuperacio´n con una perdida mı´nima de altura
comparado con la configuracio´n de aeronaves convencional. Una desventaja es
la estabilidad direccional es menos alcanzable ya que el centro de masa esta
mas atrasado.
Ala Voladora . Esta seccio´n incluye a las aeronaves de ala delta. Las alas tie-
nen un ✭✭barrido hacia atra´s✮✮ esto hace que en los perfiles aerodina´micos en
la punta tengan considerablemente una menor incidencia comparado con los
perfiles que se encuentran en la ra´ız del ala. Esto asegura que, cuando el aero-
nave este nariz arriba, el centro de levantamiento del ala se mueve hacia atra´s
retornando a la aeronave a su orientacio´n original.
Estas aeronaves, de manera similar a las del tipo Canard, sufren de un efecto
reducido en los movimientos de cabeceo y guin˜ada debido a que las alas volado-
ras no poseen empenaje y por no tener un brazo de palanca con las superficies
de control se genera cierto grado de inestabilidad en guin˜ada y cabeceo. Sin
embargo posee la ventaja de menor arrastre generado.
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Figura 1.2: Distintos tipos de aeronave VTOL.
1.1.2 Configuracio´n VTOL
Este tipo de configuracio´n se refiere a los helico´pteros que a su vez tienen diferentes
tipos de configuracio´n mayormente determinados por sus sistemas de contra-accio´n
del par torsor reactivo del rotor principal.
Rotor simple. Aqu´ı el par del rotor principal, el cual tiende a girar la aeronave
en direccio´n contraria al movimiento de la he´lice, es contra arrestado por un
pequen˜o rotor de cola. Como se ha discutido, una desventaja es que la for-
ma del helico´ptero de rotor simple es extremadamente asime´trico en todos los
planos, lo que implica dificultad para mantener el control y complejidad de
los algoritmos del sistema de control. Los rangos en peso de estas aeronaves
tripuladas esta´n entre 600 - 15000 kg.
Rotor Tandem Hay un efecto de gran escala sobre el taman˜o de los rotores de
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helico´pteros, de modo que la relacio´n entre la masa del rotor y la sustentacio´n
aumenta de manera considerable con el taman˜o de rotor ma´s grande requerido
por un avio´n ma´s pesado. Sin embargo es mas eficiente tener dos rotores.
Rotor coaxial
Configuracio´n de la empresa rusa manufacturera Mil Helicopters es de uso li-
mitado para aplicaciones con tripulacio´n. No se considera una configuracio´n
popular debido a su mayor peso comparado con las dema´s. Sin embargo para
aplicaciones en VANTs con una aeronave mas ligera y pequen˜a, ya no se se
tendr´ıan estas desventajas de con la relacio´n peso sustentacio´n.
Las ventajas de esta configuracio´n incluyen a una casi perfecta aerodina´mica
sime´trica, mas compacto al no tener un rotor de cola, eficientemente potente
y versatilidad de tener diferentes disen˜os estructurales para diversos usos y
tambie´n que sus algoritmos de control no son mas complicados que los usados
en aeronaves del tipo HTOL.
Cuadrirrotor
El u´nico desarrollo de esta configuracio´n e implementado que se conoce es en
el ramo de los VANTs. Algunas de las aplicaciones son: monitoreo de contami-
nacio´n, agricultura, a manera de hobby, etc.
El principal objetivo de los disen˜adores de cuadrirrotores o multi-rotores es de
remover los sistemas de control de cabeza de rotor que aplican cambios de en
el angulo de cabeceo tanto co´ıclicos como colectivos a las palas de rotor como
medio de control de aeronaves. La idea es tener las palas de los rotores a un
angulo de cabeceo fijo y alcanzar cambios de empuje en cada rotor cambiando
su velocidad de rotacio´n. Cada rotor esta individualmente acoplado a un motor
ele´ctrico y para, por ejemplo, ir hacia adelante basta con aumentar la velocidad
rotacional de los motores traseros para as´ı aumentar el cabeceo de la aeronave
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Figura 1.3: Distintos ejemplos de aeronaves h´ıbridas.
nariz abajo y resultando en un vector de empuje dirigido hacia adelante.
1.1.3 H´ıbridos
Para vuelo estacionario el helico´ptero muestra ser mas eficiente de las aeronaves mas
pesadas que el viento. Para vuelos y misiones de largo alcance presenta mayor efi-
ciencia una aeronave en vuelo nivelado.
Las aeronaves de esta rama combinan las ventajas del despegue vertical y vuelo
recto y nivelado. Se han desarrollado diversos disen˜os para aeronaves tripuladas,
principalmente a partir de la segunda guerra mundial.
Tiltrotor.
Es una de las configuraciones mas exitosas de los h´ıbridos hasta la fecha ha
sido montar un rotor en cada punta del ala principal de una aeronave HTOL.
Cap´ıtulo 1. Introduccio´n 8
Los rotores esta´n horizontales en vuelo vertical pero realizan un giro de 90
grados, para que se conviertan en he´lices para el vuelo horizontal.
El giro de los motores ya sea en tilt rotor o tilt wing, requiere que los motores
sean operables en un rango angular de al menos 90 grados. Esto lleva a una
complicacio´n en los sistemas de combustible y aceite.
Tiltbody
En las aeronaves de rotor convertible, la parte critica de vuelo y que determi-
na predominantemente el disen˜o aerodina´mico de la aeronave, es la transicio´n
entre el vuelo estacionario y vuelo recto y nivelado. Los problemas recaen en
mantener el flujo de aire sobre el ala y lograr un control adecuado de la orien-
tacio´n de la aeronave, particularmente en el angulo longitudinal de cabeceo.
Mantener el flujo de aire adjunto es un problema complicado, especialmente
durante la conversio´n de vuelo recto a vuelo estacionario y aterrizaje. Durante
la transicio´n de estacionario a vuelo recto la aeronave comenzara a acelerarse
y probablemente alcanzara la ma´xima cantidad de empuje que puede generar
el rotor. En esta condicio´n el aire de alta velocidad en la estela de la aeronave
reducira´ el angulo de ataque del ala y con esto, la probabilidad de que el ala
entre en perdida.
Ducted Fan
La aeronave Ducted Fan, como su nombre lo menciona, tiene en un conducto
su fuente de empuje. Esta fuente de empuje es llamado ’fan’ por su forma y
normalmente esta compuesto por dos elementos contra rotativos para poder
minimizar la rotacio´n del cuerpo por el par torsor reactivo. Los cambios de
empuje se obtienen por cambios en la velocidad de rotacio´n del fan, y el control
de orientacio´n del cuerpo al mover las veletas.
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1.2 Justificacio´n
Uno de los principales retos a vencer en la industria aerona´utica es la autonomı´a de
vuelo, que se refiere al tiempo ma´ximo que la aeronave puede permanecer en vue-
lo. Este concepto esta´ ligado directamente con el ahorro de combustible o energ´ıa
ele´ctrica en caso de los VANTs en general.
El despegue y aterrizaje sin la necesidad de tener una pista proporciona la
habilidad de posicionarlo en lugares a los que una aeronave de ala fija no puede
acceder, y por supuesto la simplicidad para lanzarlo a una misio´n espec´ıfica.
La transicio´n de vuelo estacionario a vuelo recto y nivelado es una de las
grandes ventajas que posee este veh´ıculo. El vuelo estacionario (por ejemplo de los
helico´pteros) es un tipo de vuelo muy ineficiente ya que el sistema de sustentacio´n
se encarga directamente de cargar con el peso total de la aeronave, lo que hace que
necesite mayor potencia en menor cantidad de tiempo. El vuelo recto y nivelado por
su parte, se lleva acabo con un ala que al ser desplazada a trave´s de un flujo de
aire funciona como superficie de sustentacio´n, generando una fuerza de sustentacio´n
que se iguala al peso de la aeronave ayudando directamente en el consumo de energ´ıa.
1.3 Antecedentes
El concepto de una aeronave tailsitter (avio´n que aterriza sobre el empenaje o cola)
fue incluido en una de las patentes de Nikola Tesla en el an˜o de 1928 [1]. No fue sino
hasta a mediados de la segunda guerra mundial cuando se empezaron a construir
aeronaves del tipo VTOL. Las primeras aeronaves desarrolladas fueron por parte de
las compan˜´ıas Lockheed Fig. 1.4 y XFY-1 1.5 respectivamente [2]
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Figura 1.4: Lockheed XFV-1.
A finales de la era de la segunda guerra mundial, la empresa alemana Focke-
Wulf dio a conocer el Triebflu¨gelja¨ger (caza propulsado por las alas). Esta aeronave
fue un concepto desarrollado a finales del an˜o 1944. Este VTOL era un interceptor
pensado para ser usado como defensa local en las a´reas sin pistas de aterrizaje,
sin embargo nunca alcanzo a construirse un prototipo y todo quedo en pruebas de
tu´nel de viento. El origen del concepto de esta aeronave data del an˜o de 1938 por la
solicitud de patente del ingeniero Siemens Otto Muck [3].
Uno de los disen˜os en los an˜os mas recientes, que supero sus fases de disen˜o y
prueba datan del ano 1994 cuando la empresa AeroVironment recibio´ un contrato
del Laboratorio de investigacio´n de la fuerza ae´rea (Air Force Reseach Lab, por sus
siglas en ingles AFRL) para desarrollar el tail-sitting VTOL UAV llamado ✭✭Skytote✮✮
[4]. El desarrollo del programa se llevo a cabo con simulaciones y pruebas de tu´nel
de viento, as´ı como tambie´n la depuracio´n necesaria del sistema de control de vuelo
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Figura 1.5: Convair XFY-1 ✭✭Pogo✮✮.
complejo que pose´ıa el veh´ıculo. Uno de los usos principales de esta aeronave es
entregar suministros a tropas aliadas con una precisio´n de entrega milime´trica. Hasta
2004 fue su implementacio´n.
Cap´ıtulo 2
Calculos 2-D
2.1 Estabilidad
La estabilidad en una aeronave es la habilidad que posee de retornar a una condicio´n
particular de vuelo, despue´s de ser perturbado, sin la intervencio´n del piloto. Los
3 estados de estabilidad son: neutro, estable e inestable como se aprecia en la Fig
2.1. Sin embargo, puede ser que la aeronave sea estable durante algunas condiciones
de vuelo e inestable en otras. Por ejemplo, puede ser estable en vuelo nivelado pero
ser inestable en vuelo invertido y viceversa. Los tipos de estabilidad existentes son:
Longitudinal y lateral-direccional.
2.1.1 Estabilidad longitudinal
La estabilidad longitudinal, se refiere al movimiento de la aeronave sobre su eje
transversal (nariz arriba/abajo) y es la ma´s importante porque determina en gran
medida las caracter´ısticas de cabeceo, particularmente las relativas a la pe´rdida [11].
Si se quiere asegurar la estabilidad en el movimiento de cabeceo, se debe de
asegurar que, si el angulo de ataque es temporalmente incrementado, los fuerzas
12
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Figura 2.1: Efecto del CG con respecto al CA.
actu´en de tal manera que ejerzan un momento ✭✭nariz abajo✮✮ ( negativo considerando
el sistema de referencia ✭✭NED✮✮) para decrementar el angulo de ataque.
Para entender mejor el concepto, es necesario obtener e interpretar las curvas
polares del aeronave. En el caso de la estabilidad longitudinal, la gra´fica de coefi-
ciente de momento de cabeceo Cm vs CL es donde se aprecia si el aeronave tiende
a ser estable, inestable, o neutro Fig 2.2. Esta curva debe su comportamiento a la
configuracio´n aerodina´mica del veh´ıculo.
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Figura 2.2: Cm vs CL [6].
2.2 Aproximacio´n de coeficientes
aerodina´micos
Los avances modernos en los disen˜os de aeronaves altamente maniobrables y con
empuje vectorial, dieron como resultado la necesidad de modelos matema´ticos alta-
mente sofisticados de la dina´mica de aeronaves. Estos modelos son precisos y apli-
cables dentro del amplio rango de a´ngulos de ataque en los cuales la aeronave entra
en perdida [13]. Dicho modelo no puede ser desarrollado sin la representacio´n de las
fuerzas de sustentacio´n y arrastre por lo que se proponen aproximaciones armo´nicas
precisas y relativamente simples.
El angulo α a´ngulo entre el vector de velocidad resultante V y el eje x del
cuerpo Fig 2.3. El vector de sustentacio´n L es ortogonal al vector de velocidad y
el arrastre esta orientado en sentido opuesto al movimiento, de ah´ı su nombre de
resistencia al avance. Para velocidades esencialmente subsonicas, la sustentacio´n y
la resistencia al avance se calculan de la siguiente manera
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Figura 2.3: Diagrama de cuerpo libre.
L =
1
2
ρV 2SCL (α)
D =
1
2
ρV 2SCD (α)
donde CLα es el coeficiente de sustentacio´n, CDα es el coeficiente de resistencia al
avance, ρ es la densidad que esta dada por la altitud a la que vuele el aeronave, S
es el a´rea del ala.
Usando la aproximacio´n lineal y asumiendo a´ngulos de ataque pequen˜os, el
coeficiente de sustentacio´n se aproxima como
CL (α) = C
α
L (α0 + α)
donde α0 es el angulo en el cual se presenta una fuerza de sustentacio´n nula, y C
α
L
es la pendiente del coeficiente de sustentacio´n.
Para el mismo rango pequen˜o de a´ngulos de ataque, el coeficiente aerodina´mico
de la sustentacio´n se representa de la siguiente manera:
CD (α) = CD0 + CD1C
2
L (α)
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donde CD0 es el coeficiente de arrastre y el CD1 es el arrastre inducido.
Ya que las aproximaciones anteriores fueron derivadas para a´ngulos de ataque
pequen˜os, no son rentables para el rango completo, por lo que las aproximaciones
del CL y CD se obtuvieron mediante una aproximacio´n a los datos experimentales
similar a [?].
Cl =


sin (2α) + Clαα¯e
−λ(α−α¯), α > α¯
sin (2α) + Clαα¯e
−λ(α−α¯), α < −α¯
sin (2α) + Clαα¯e
−λ(α−α¯), En cualquier otro caso
Las Fig 2.4 y 2.5 muestran las aproximaciones usando las formulas
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Figura 2.4: Aproximacio´n del coeficiente de resistencia al avance para un rango de
-π a π.
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Figura 2.5: Aproximacio´n del coeficiente de sustentacio´n para un rango de -π a π.
Cap´ıtulo 3
Ecuaciones de movimiento
Una ecuacio´n de movimiento es una formulacio´n matema´tica para definir los cambios
con respecto al tiempo de un sistema f´ısico en el espacio. Principalmente esta rela-
cionada a la derivada temporal de una o varias variables que caracterizan el estado
f´ısico en el que se encuentra el sistema, con otras magnitudes f´ısicas que provocan
cambios en el mismo sistema.
Para poder desarrollar y probar el adecuado funcionamiento de algoritmos de
control y seguimiento de trayectoria, es necesario obtener las ecuaciones de movi-
miento que describen al VANT. Para ello es necesario tomar algunas consideraciones.
Se considera la tierra plana
Atmo´sfera esta´tica.
El veh´ıculo es considerado como un cuerpo r´ıgido, sime´trico y con los motores
fijos.
Las ecuaciones de movimiento para el VANT poseen te´rminos que dependen de
las fuerzas aerodina´micas y los momentos que actu´an sobre el cg del cuerpo r´ıgido.
Estas fuerzas y momentos esta´n el sistema de referencia aerodina´mico, por lo que
hay que tomar en cuenta en que sistema de referencia se encuentran.
18
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3.1 Sistemas de de referencia
Un sistema de referencia funciona para poder medir la posicio´n y otras magnitudes
f´ısicas adecuadamente de un cuerpo o sistema f´ısico con un conjunto de convenciones
como la orientacio´n de sus ejes. En la Fig 3.1 se aprecian los sistemas de referencia
descritos abajo.
Ejes Tierra: (inerciales): Es un sistema de ejes fijo ala tierra con la convencio´n
NED (North-East-Down).
Ejes cuerpo: Como su nombre lo indica se encuentra fijo en el centro de gra-
vedad del veh´ıculo ae´reo, por lo que se traslada en el espacio con el. Su orientacio´n
es Xb apuntando hacia la nariz de la aeronave, Yb hacia el costado derecho de la
aeronave y Zb hacia abajo.
Ejes viento: Este sistema de ejes esta definido con la orientacio´n del viento, el
cual esta´ rotado por los a´ngulos α y β con respecto al eje cuerpo, conocidos como
a´ngulo de ataque y a´ngulo de derrape.
Figura 3.1: Sistemas de referencia.
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Figura 3.2: A´ngulos de Euler.
3.2 Orientacio´n
3.2.1 A´ngulos de Euler
La manera ma´s comu´n de representar la orientacio´n de un cuerpo r´ıgido es un con-
junto de tres a´ngulos de Euler. Roll (φ), pitch (θ), yaw (ψ) son populares por su
fa´cil entendimiento y uso.
Cualquier rotacio´n de un so´lido puede expresarse como la composicio´n de tres
rotaciones elementales alrededor de ejes ortogonales Fig. 3.2 [6]. Estos a´ngulos son
ba´sicamente tres coordenadas que sirven para especificar la orientacio´n de un sistema
de referencia de ejes ortogonales, normalmente mo´vil, respecto a otro sistema de
referencia de ejes ortogonales normalmente fijos. Es por esto que son ampliamente
utilizados para representar la orientacio´n del algu´n veh´ıculo. Uno de los principales
inconvenientes que presentan es en la condicio´n de θ = π/2 la cual es una condicio´n
inicial del modelo matema´tico del VANT, al ser este del tipo Tail-sitter.
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3.2.2 Cuaterniones
Existen diversas maneras de representar la orientacio´n de un marco coordinado ro-
tado ademas de los a´ngulos de Euler. Estos me´todos son considerados por evadir
las singularidades matema´ticas que presentan los a´ngulos de Euler, y maximizan la
velocidad de procesamiento por computadora en ca´lculos de navegacio´n [8].
Los cuaterniones, q ∈ H, son una extensio´n de los nu´meros complejos (Hamil-
ton) y esta´n compuestos de la siguiente forma:
q = q0 + q¯
donde q0 es la parte escalar y q¯ = q1i+ q2j + q3k es la parte vectorial.
Los cuaterniones unitarios son reconocidos ya que proporcionan una notacio´n
matema´tica para representar la orientacio´n y rotacio´n de un objeto en tres dimen-
siones.
Todo esto plantea una prengunta, ¿Co´mo puede un q ∈ R4 operar a un vector
v ∈ R3?. Como se puede observar en la Fig 3.3, un vector v es un cuaternion puro
pero con parte escalar cero. Por lo que al aplicar el operador Lq (??) notaremos
que la magnitud del vector no cambia, solo su orientacio´n, tal y como se esperar´ıa
al aplicar una transformacio´n con la matriz de rotacio´n compuesta por a´ngulos de
Euler
3.2.3 Transformaciones
En el modelo matema´tico del VANT aparecen te´rminos como fuerzas, momentos,
posiciones, velocidades, etce´tera, que pertenecen a uno u otro sistema de referencia.
Retomando el concepto de que cualquier operacio´n entre vectores debe ser realizado
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Figura 3.3: Cuaterniones puros [9].
en el mismo sistema de referencia (de no ser as´ı el resultado no ser´ıa el correcto)
es necesario definir una transformacio´n la cual pueda representar los vectores de un
sistema de ejes en otro.
3.2.3.1 Transformaciones con a´ngulos de Euler
De la Fig 3.2 se puede observar que para llevar a un vector del sistema de ejes
cuerpo al sistema de ejes tierra se tienen que realizar 3 rotaciones en el siguiente
orden: −φ,−θ,−ψ cada rotacio´n esta descrita particularmente por su matriz en
cada eje. Dado un vector v =
[
x, y, z
]T
B
, el sub indice B indica que se encuentra
en el sistema de ejes del cuerpo. Este vector se puede transformar a ejes tierra (vE)
mediante la siguiente operacio´n:


x
y
z


E
= R−ψR−θR−φ


x
y
z


B
(3.1)
donde Rφ es la matriz de rotacio´n sobre el eje X, Rθ sobre el eje Y y Rψ sobre el eje
Z.
Al producto de estas 3 matrices de rotacio´n la llamaremos matriz de transfor-
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macio´n REB
REB =


cos θ cosψ − sinψ cosφ+ sin θ cosψ sinφ sinψ sinφ+ sin θ cosψ cosφ
cos θ sinψ cosψ cosφ+ sin θ sinψ sinφ − cosψ sinφ+ sin θ sinψ cosφ
− sin θ cos θ sinφ cos θ cosφ


(3.2)
La matriz REB ∈ SO (3) es definida como un operador que transforma cualquier
vector expresado en el sistema de ejes del cuerpo, a su equivalente en el sistema de
ejes tierra. Al pertenecer SO (3) esta matriz tiene propiedades como
REB =
(
RBE
)−1
=
(
RBE
)T
RBE
(
RBE
)T
= RBER
E
B = I
(3.3)
3.2.3.2 Transformaciones con cuaterniones
Un cuaternio unitario puede ser usado para representar la orientacio´n de un cuerpo
r´ıgido. Con este cuaternio unitario, al igual que con los a´ngulos de Euler, se puede
construir una matriz de rotacio´n para poder transformar los vectores de un sistema
de ejes a otro A.2. Considere el vector vB ∈ R
3, si vE es el mismo vector pero en
coordenadas de ejes tierra entonces
RBE =


1− 2 (q22 + q
2
3) 2 (q1q2 − q0q3) 2 (q0q2 + q1q3)
2 (q1q2 + q0q3) 1− 2 (q
2
1 + q
2
3) 2 (q2q3 − q0q1)
2 (q1q3 − q0q2) 2 (q0q1 + q2q3) 1− 2 (q
2
1 + q
2
2)


(3.4)
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3.3 Ana´lisis cinema´tico
La cinema´tica del VANT convertible son las descripciones de la posicio´n y la orien-
tacio´n del aeronave, las cuales dependen de las componentes de velocidad lineal y
velocidad angular.
3.3.1 Cuerpo r´ıgido en el espacio
Un cuerpo r´ıgido movie´ndose libremente a trave´s del espacio sin fuerzas aplicadas en
e´ste, tiene como propiedades el movimiento en linea recta y ademas desplazamiento
a velocidad constante de centro de masa. El cuerpo tambie´n puede rotar entorno a
su centro de masa durante el movimiento recto, la cual, puede ser descrita a trave´s
de dos propiedades: velocidad angular Ω que es la taza de rotacio´n en unidades de
radianes por segundo y el momento angular L. En caso que los vectores de velocidad
angular y momento angular no este´n en el mismo eje (|Ω × L| 6= 0), el vector de
velocidad angular se movera´ al rededor provocando que el cuerpo, adicionalmente,
se tambalee mientras gira, este efecto es conocido como precisio´n.
3.3.1.1 orientacio´n
Las ecuaciones que relacionan los cambios angulares o de orientacio´n entre el sistema
de ejes cuerpo y los a´ngulos de Euler. Las velocidades angulares en el sistema de
referencia del veh´ıculo pueden representarse mediante la siguiente ecuacio´n.
Ω = KΦ˙ (3.5)
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donde K es la matriz de Euler y Ω las velocidades angulares en el cuerpo.
K =


1 0 − sin (θ)
0 cos (ψ) cos (θ) sin (ψ)
0 − sin (ψ) cos (θ) cos (ψ)


3.3.1.2 Posicio´n
La descripcio´n de la posicio´n es mucho mas simple que la descripcio´n de la orienta-
cio´n. El cambio de posicio´n del CUAVC respecto a los ejes inerciales, es igual a la
velocidad expresada en el sistema de referencia inercial
P˙ e = V e (3.6)
donde P es el vector de posicio´n y V el vector de velocidad ambos expresados en
ejes inerciales.
La velocidad en ejes cuerpo U b es obtenida mediante la medicio´n de sensores
u observadores de estado, por lo que es necesario transformar estas cantidades para
despue´s utilizarlas en las ecuaciones de movimiento. La posicio´n actual se define
como la integral con respecto al tiempo de la velocidad despue´s de un apropiado
cambio de sistemas de referencia, por lo que la posicio´n en un sistema de ejes NED
se establecen como:
P˙E = REBU
B


x˙E
y˙E
z˙E


= REB


uB
vB
wB


(3.7)
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REB =
(
RBE
)−1
=
(
RBE
)T
RBE
(
RBE
)T
= RBER
E
B = I
(3.8)
3.4 Ana´lisis dina´mico del veh´ıculo
3.4.1 Dina´mica traslacional
El total de las fuerzas que actu´an en la aeronave pueden ser encontradas realizando
la sumatoria de fuerzas en cada eje del cuerpo.
FE +mgez = m
d
(
V E
)
dtE
(3.9)
donde FE =
[
XE, Y E, ZE
]T
es el vector resultado de la sumatoria de fuerzas que
actu´an sobre el cuerpo del veh´ıculo expresadas en ejes inerciales. m es la masa, g la
gravedad, ez es el vector cano´nico en el eje Z. para fines pra´cticos se expresan estas
ecuaciones en ejes cuerpo.
Teniendo en cuenta que V E = REBV
B y desarrollando la derivada con respecto
al tiempo en el marco inercial, la ecuacio´n (3.9) resulta en:
FE +mgEez = m
d
(
REBV
B
)
dtE
FE +mgEez = m
(
REBV˙
B + R˙EBV
B
) (3.10)
Recordando la relacio´n que hay entre la velocidad angular y la matriz de rota-
cio´n
R˙EB = S
(
ΩE
)
REB (3.11)
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FE +mgEez = m
(
REBV˙
B + S
(
ΩE
)
REBV
B
)
FE +mgEez = m
(
REBV˙
B + ΩE × V E
) (3.12)
Pre-multiplicando la ecuacio´n (3.12) por la matriz de rotacio´n que lleva del
marco inercial al marco del cuerpo, RBE , obtenemos la ecuacio´n de movimiento linear
RBEF
E +mRBEg
Eez = m
(
RBER
E
BV˙
B +RBE
(
ΩE × V E
))
FB +mRBEg
Eez = m
(
V˙ B + ΩB × V B
) (3.13)
3.4.2 Dina´mica rotacional
Las aceleraciones angulares en el veh´ıculo pueden determinarse aplicando la segunda
ley de Newton a la taza de cambio del momento angular del aeronave. Entonces, HE
es el vector de momentos angulares y TE es el esfuerzo de torsio´n que actu´a sobre el
centro de gravedad expresado en el marco inercial.
ME =
d
(
HE
)
dt
(3.14)
Siguiendo el mismo procedimiento que con la dina´mica traslacional y tomando
en cuenta que HE = REBH
B, se toma la derivada con respecto del tiempo de la
ecuacio´n (3.14)
ME =
d
(
REBH
B
)
dt
ME = R˙EBH
B +REBH˙
B
(3.15)
substituyendo (3.11) en (3.15)
ME = S (Ω)REBH
B +REBH˙
B (3.16)
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Pre-multiplicando por la matriz de rotacio´n RBE para expresar los te´rminos de
la ecuacio´n de momentos en el marco del cuerpo
RBEM
E = RBES (Ω)R
E
BH
B +RBER
E
BH˙
B (3.17)
MB = Ω× HB + H˙B (3.18)
susbtituyendo H˙B = JΩ˙B y HB = JΩB en
JΩ˙B =
(
−ΩB × JΩB
)
+MB (3.19)
despejando para las aceleraciones angulares
Ω˙B = J−1
(
−ΩB × JΩB
)
+ J−1MB (3.20)
3.5 Ecuaciones
Se agrupan las variables en un vector,el cual esta relacionado por 12 ODEs, E (t) =
[x, y, z, φ, θ, ψ, u, v, w, p, q, r]T y sera´ llamado vector de estado.
Las entradas de control, como las fuerzas ejercidas por las superficies de control,
momentos, y/o empuje del motor, estara´n agrupadas en el vector de control Ξ =
[T, δa, δe, δr]
Las ecuaciones de las variables del vector de estado se definen como
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Figura 3.4: Variables en el CUAV.


x˙
y˙
z˙


=


cos θ cosψ − sinψ cosφ+ sin θ cosψ sinφ sinψ sinφ+ sin θ cosψ cosφ
cos θ sinψ cosψ cosφ+ sin θ sinψ sinφ − cosψ sinφ+ sin θ sinψ cosφ
− sin θ cos θ sinφ cos θ cosφ




u
v
w


(3.21)


p˙
q˙
r˙


= J−1


−


p
q
r


× J


p
q
r


+


L
M
N


+


ξ1
ξ2
ξ3




(3.22)


φ˙
θ˙
ψ˙


=


1 sin θ sinφ
cos θ
sin θ cosφ
cos θ
0 cosφ − sinφ
0 sinφ
cos θ
cosφ
cos θ




p
q
r


(3.23)


u˙
v˙
w˙


= g


− sin θ
sinφ cos θ
cosφ cos θ


+
1
m


X
Y
Z


+


rv − qw
pw − ru
qu− pv


(3.24)
Las ecuaciones en su forma equivalente libre de singularidades
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

x˙
y˙
z˙


=


1− 2 (q22 + q
2
3) 2 (q1q2 − q0q3) 2 (q0q2 + q1q3)
2 (q1q2 + q0q3) 1− 2 (q
2
1 + q
2
3) 2 (q2q3 − q0q1)
2 (q1q3 − q0q2) 2 (q0q1 + q2q3) 1− 2 (q
2
1 + q
2
2)




u
v
w


(3.25)
q˙ =

 q˙0
˙¯q

 = 1
2

 −q
Tω
(q0I + q¯
×) Ω

 = 1
2

 −q
T
(q0I + q¯
×)

Ω (3.26)
Cap´ıtulo 4
Algoritmo de generacio´n de
trayectorias
este capitulo, se presenta un me´todo para la generacio´n de trayectorias bi-dimensionales
para la transicio´n de la aeronave [17]
El objetivo del algoritmo es disen˜ar trayectorias que sean suaves y fa´ciles de
seguir para el CUAV, es decir continuas y sin cambios bruscos. Estas trayectorias
esta´n basadas en tiempo, donde t0 = 0 marca el de inicio de transicio´n y t = tm el
final de la misma. Ademas del tiempo, las entradas del algoritmo de generacio´n sera´ la
velocidad crucero Vc, los puntos iniciales (pd0, hd0), los puntos finales (pdf , hdf ) como
se muestra en la figura. Para la transicio´n de vuelo estacionario a vuelo nivelado, el
CUAV estara´ en la posicio´n inicial (pd0, hd0) en vuelo estacionario y al llegar al punto
final (pdf , hdf ) entrara en el re´gimen de vuelo recto y nivelado con velocidad constante
como se muestra en la Fig 4.1. Para la transicio´n de vuelo recto y nivelado, el
CUAV vendra´ con velocidad constante en el punto (pd0, hd0) y terminara´ en posicio´n
(pdf , hdf ) en re´gimen de vuelo estacionario como se aprecia en la Fig 4.2. La magnitud
de la velocidad estara´ definida por la funcio´n V (t), la direccio´n de la velocidad por
θ(t) hasta lograr la maniobra de transicio´n de un re´gimen a otro. El tiempo de
maniobra tm se calcula basa´ndose en los datos de entrada. Se proponen las siguientes
ecuaciones de velocidad para ambas transiciones como:
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x˙d = V (t) cos (θ (t)) (4.1)
z˙d = V (t) sin (θ (t)) (4.2)
donde los valores para V (t) y θ(t) correspondientes a la transicio´n de vuelo
estacionario a nivelado son:
V (t) =


Vc
2
(
1− cos
(
pit
tm
))
t 6 tm
Vc t > tm
θ (t) =


pi
2
(
1− t
tm
)2
t 6 tm
0 t > tm
y para la transicio´n entre el re´gimen de vuelo nivelado a estacionario:
V (t) =


Vc
2
(
1 + cos
(
pit
tm
))
t 6 tm
0 t > tm
θ (t) =


pi
2
(
t
tm
)2
t 6 tm
pi
2
t > tm
El algoritmo de generacio´n de trayectoria genera las cantidades correspondien-
tes para p, p˙, p¨, h, h˙, h¨ integrando y derivando las ecuaciones de velocidad para
lograr la transicio´n deseada. A continuacio´n se muestran los resultados obtenidos en
la Fig 4.3 y 4.4.
Dando como resultado a su vez la trayectoria en el plano XZ como se muestra
en la Fig. 4.5
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Figura 4.1: Transicio´n de vuelo estacionario a vuelo nivelado.
Figura 4.2: Transicio´n de vuelo nivelado a vuelo estacionario.
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Figura 4.3: Resultados para: xd,x˙d,x¨d.
Figura 4.4: Resultados para: zd,z˙d,z¨d.
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Figura 4.5: Trayectoria XZ deseada.
Cap´ıtulo 5
Algoritmo de navegacio´n
En la actualidad, existen varios algoritmos o estrategias de navegacio´n aplicadas a
VANTs h´ıbdridos, desde control lineal, backsteppin, modos deslizantes, las cuales se
agrupan en dos categor´ıas: algoritmos para dina´mica rotacional y algoritmos para
dina´mica traslacional.
El algoritmo forzara´ al sistema a que siga la trayectoria deseada (attitude
tracking) para as´ı poder realizar las maniobras de transicio´n. A continuacio´n, en la
Fig. 5.1 se presenta el diagrama a bloques del algoritmo.
Figura 5.1: Diagrama a bloques del algoritmo de navegacio´n.
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5.1 Ecuacio´n de error en lazo abierto
Considere el vector Yr en te´rminos de la referencia nominal Ωr, y su derivada Ω˙r
Yr = JΩ˙r + Ω
×JΩr + Ω
×
r JΩ− Ω
×
r JΩr (5.1)
substituyendo 5.1 en 3.19 obtenemos la ecuacio´n de error en lazo abierto
JS˙r + S
×
r JSr = τ + d (t)− Yr (5.2)
donde Sr = Ω−Ωr es el error extendido. Para obtener una parametrizacion de lazo
abierto en te´rminos del error extendido, Sr, queda disen˜ar adecuadamente el te´rmino
Ωr
5.1.1 Parametrizacio´n de la referencia nominal
El cuaternio unitario definido como q = (q0, q¯)
T , donde q0 ∈ R y q¯ ∈ R
3 represen-
tara´ la orientacio´n del sistema. Recordando que la ecuacio´n 3.26 es la ecuacio´n que
relaciona la derivada del cuaternio unitario con la velocidad angular Ω.
Ahora considere el cuaternio de error como
qe = (qe0, q¯e)
T
donde el cuaternio de error es el resultado de la multiplicacio´n de cuaternios entre
la orientacio´n actual y la deseada de la siguiente manera
qe = q ⊗ q
∗
d
Cap´ıtulo 5. Algoritmo de navegacio´n 38
El s´ımbolo ⊗ es usado para denotar el operador de multiplicacio´n de cuater-
niones [12].
qd = (q0d, q¯d)
T es la orientacio´n deseada obtenida de los a´ngulos de Euler
deseados utilizando la conversio´n entre cuaterniones y a´ngulos de Euler.
Proponiendo la referencia nominal dina´mica como
Ωr = Ωd − αR
T
d q¯e + Sd − γσ (5.3)
σ˙ = sign (Sq) (5.4)
donde α es una constante positiva, γ es una matriz diagonal de ganancias de reali-
mentacio´n y la funcio´n sign (Sq) esta´ en funcio´n de la superficie deslizante


σ˙1
σ˙2
σ˙3


=


sign (Sq1)
sign (Sq2)
sign (Sq3)


(5.5)
y
Sq = Ωe + αR
T
d qe − Sd (5.6)
Ωe = Ω − Ωd representa el error de velocidad angular, Sq representa la superficie
deslizante, Sd es el te´rmino de desvanecimiento que esta en funcio´n del tiempo en el
instante t = t0.
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5.2 Disen˜o y ana´lisis de estabilidad del
control
El problema de la subactuacio´n es resuelto t´ıpicamente con el enfoque de control
virtual o con metodolog´ıas de backstepping [15]
5.2.1 Disen˜o del control
5.2.1.1 Disen˜o de control de orientacio´n
Considere la siguiente ley de control diferenciable
τ = −KdSr (5.7)
donde Kd es una matriz diagonal positiva, en lazo cerrado con la ecuacio´n 5.2 resulta
la siguiente ecuacio´n:
JS˙r + S
×
r JSr = −KdSr + d (t)− Yr (5.8)
5.2.1.2 Diseno del control de posicio´n
Considerando la dina´mica traslacional como 5.9 y expresando esta ecuacio´n en te´rmi-
nos del error, de manera similar que con la dina´mica rotacional, obtenemos 5.10
mξ¨ = mgez − TRez (5.9)
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mS˙rp = mgez − u− Yrp (5.10)
donde u = TRez es la entrada de control virtual para la posicio´n, Srp = ξ˙ − ξ˙r es
el error extendido de posicio´n y Yrp = mξ¨r. Considerando la referencia dina´mica
nominal ξ˙r como
ξ˙r = ξ˙d − αpξe − γpσp (5.11)
ξe = ξ − ξd es el error de posicio´n, ξd ∈ C
2 es la posicio´n deseada, αp y γp son
matrices diagonales de ganancias de retroalimentacio´n y la funcio´n σ˙p esta dada por
σ˙p = tanh (Sp) (5.12)
La superficie deslizante Sp del control virtual es
Sp = ξ˙e + αpξe (5.13)
Substituyendo 5.11 y 5.13 en la ecuacio´n del error de posicio´n extendido, puede
ser reescrita como
Srp = Sp + γpσp (5.14)
Considere finalmente la siguiente ley de control de posicio´n
u = KpSrp +mgez − Yrp (5.15)
donde Kp es una matriz diagonal positiva. En lazo cerrado con la ecuacio´n 5.10
resulta
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mS˙rp = −KpSrp (5.16)
Las ecuaciones de los algoritmos de navegacio´n 5.7 y 5.16 se pueden reescribir
como:
τ = −K1Ωe −K2qe +K3 (t)−K4σ. (5.17)
σ˙ = sign (Ωe + αqe − Sd) (5.18)
u = K5ξ˙e +K6ξe +K7σp +K8σ˙p +mgez −mξ¨d (5.19)
σ˙p = tanh ξ˙e + αpξe (5.20)
Cap´ıtulo 6
Validacio´n en simulacio´n
A continuacio´n se muestran los resultados obtenidos de la simulacio´n realizada en
el software Matlab particularmente en su extensio´n Simulink. Como ya se sabe,
esta simulacio´n tiene como objetivo validar los algoritmos de control previamente
propuestos para el seguimiento de trayectoria de transicio´n. La condicio´n inicial de
orientacio´n del veh´ıculo es [φ, θ, ψ] =
[
0, pi
2
, 0
]
o q =
[
1√
2
, 0, 1√
2
, 0
]
. Las condiciones
iniciales de aceleraciones, velocidades y posiciones lineales iguales a cero.
6.1 Simulacio´n de algoritmo de posicio´n
Los resultados de la simulacio´n del algoritmo de posicio´n son presentados en esta
seccio´n. En la Fig 6.1 se muestra el resultado de la trayectoria que realiza el veh´ıculo
en X-Z versus la trayectoria deseada.
En la Fig 6.2 se observan los errores en posicio´n y velocidad respectivamente.
Cabe mencionar que estos errores son pequen˜os, lo cual indica un buen desempen˜o
del control virtual empleado.
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Figura 6.1: Trayectoria real vs deseada.
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Figura 6.2: Error de posicio´n y velocidad en x y z.
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6.1.1 Coeficiente de sustentacio´n y resistencia al
avance para la trayectoria completa
Las aproximaciones de los coeficientes aerodina´micos tanto para sustentacio´n como
para resistencia al avance, mediante el uso de funciones armo´nicas se muestran en
la Fig 6.3 y 6.4 respectivamente
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
 (deg)
-2
-1.5
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Figura 6.3: Aproximacio´n del coeficiente de sustentacio´n experimentado durante la
trayectoria completa.
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Figura 6.4: Aproximacio´n del coeficiente de resistencia al avance experimentado du-
rante la trayectoria completa.
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6.1.2 Resultados de extraccio´n para orientacio´n y
empuje
El me´todo de extraccio´n presentado en [16] muestra los resultados en la Fig 6.5 y 6.6,
donde se observa el empuje requerido a ejercer por el motor coaxial y la orientacio´n
deseada, la cual sera´ usada como entrada para el algoritmo de orientacio´n como se
observa en la Fig 5.1.
Figura 6.5: Empuje requerido.
6.2 Simulacio´n de algoritmo de orientacio´n
Se presentan a continuacio´n los resultados de la simulacio´n del algoritmo de orien-
tacio´n. En la Fig 6.7 se puede observar la comparacio´n entre el cuaternio obtenido
mediante la extraccio´n de orientacion deseada versus el cuaternio que define la orien-
tacio´n del veh´ıculo.
La velocidad angular deseada, que esta relacionada con el cuaternio deseado,
se calcula como aparece en el ape´ndice A.1 y se muestra en la Fig 6.8 en comparativa
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Figura 6.6: Orientacio´n deseada.
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Figura 6.7: quaternio deseado vs quaternio real.
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con la velocidad angular del veh´ıculo.
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Figura 6.8: Velocidad angular deseada vs velocidad angular real.
El resultado de la sen˜al de control τ , la cual es la encargada de ejercer el
momento sobre el veh´ıculo para as´ı llevarlo a la orientacio´n deseada, es transformada
en la deflexio´n necesaria de los elevadores para llevar a cabo la maniobra de transicio´n
de reg´ımenes, se puede observar en la Fig 6.9 .
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Figura 6.9: Deflexio´n del elevador.
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Conclusiones
A lo largo de esta tesis se presentaron los algoritmos necesarios para llevar a cabo la
maniobra de transicio´n para un veh´ıculo ae´reo convertible (C-Plane v3.0) incluyen-
do las aproximaciones parame´tricas a los coeficientes aerodina´micos para el rango
completo de operacio´n de −π/2 a π/2 en el a´ngulo de cabeceo, las cuales, junto con
otros para´metros son considerados como perturbaciones externas para el sistema
subactuado del VANT. Los para´metros de los actuadores se utilizaron del ana´lisis
sobre esta plataforma previamente realizado en [17].
Para la obtencio´n de estos algoritmos fue necesario utilizar la conversio´n directa
de [φ, θ, ψ]T → [q0, q¯]
T ya que los cuaterniones pueden representar cualquier rotacio´n
en el espacio sin presentar singularidades.
En el planteamiento de cualquier problema de control, siempre existira´n discre-
pancias entre el sistema real y el modelo matema´tico usado para el disen˜o del algorit-
mo. Estas discrepancias pueden ser perturbaciones externas desconocidas, defectos
de construccio´n de la planta, condiciones del medio ambiente, dina´micas para´sitas,
etc. A pesar de estas posibles discrepancias, los algoritmos para la orientacio´n y
posicio´n muestran un correcto desempen˜o y se asegura la estabilidad en el sentido
de Lyapunov del sistema en lazo cerrado.
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Ape´ndice A
Algebra de cuaternios
A.1 Operaciones ba´sicas
Conocer el a´lgebra de cuaternios es parte fundamental para su implementacion, ya
que al ser una extensio´n de los nu´meros complejos, las operaciones aritme´ticas entre
estos vectores cambia radicalmente. Ademas de las operaciones ba´sicas, tambie´n se
exploran las transformaciones entre representaciones de orientacio´n (Euler - Cuater-
nios) utilizadas a lo largo de la presente tesis.
Dado un cuaternio p y un cuaternio q
p = [p0, p¯]
T = [p0, p1, p2, p3]
T = p0 + p1i+ p2j + p3k
q = [q0, q¯]
T = [q0, q1, q2, q3]
T = q0 + q1i+ q2j + q3k
Suma de cuaternios
p+ q = [(p0 + q0) , (p¯+ q¯)]
T = (p0 + q0) + (p1 + q1) i+ (p2 + q2) j + (p3 + q3) k
Resta de cuaternios
p− q = [(p0 − q0) , (p¯− q¯)]
T = (p0 − q0) + (p1 − q1) i+ (p2 − q2) j + (p3 − q3) k
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Matriz antisimetrica
S (p¯) =


0 −p3 p2
p3 0 −p1
−p2 p1 0


S (p¯) q¯ = p¯× q¯
Producto de cuaternios
p⊗ q = (p0q0 − p¯ · q¯) + (p0q¯ + q0p¯+ (p¯× q¯))
o
p⊗ q =

 p0q0 − p¯ · q¯
p0q¯ + q0p¯+ S (p¯) q¯


De manera general
(p⊗ q)⊗ r = p⊗ (q ⊗ r)
p⊗ q 6= q ⊗ p
Complejo conjugado
Dado q = [q0, q¯] entonces su conjugado es q
∗ = [q0,−q¯]
De manera general
(p⊗ q)∗ 6= p∗ ⊗ q∗
(p⊗ q)∗ = p0q0 − p¯ · q¯ − p0q¯ − q0p¯− (p¯× q¯)
q∗ ⊗ p∗ = p0q0 − (−q¯) · (−p¯) + (q0) (−p¯) + (p0) (−q¯) + (−q¯ ×−p¯)
= p0q0 − q¯ · p¯− q0p¯− p0q¯ − (p¯× q)
∴ q∗ ⊗ p∗ = (p⊗ q)∗
Norma 2
‖q‖ =
√
q02 + q12 + q22 + q32 =
√
q02 + (q¯) · (q¯)
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q∗ ⊗ q = q0
2 − (−q¯) · q¯ + q0q¯ + q0 (−q¯) + (−q¯)× q¯
q∗ ⊗ q = q ⊗ q∗ = q0
2 + q¯ · q¯
Cuaternio unitario
Un cuaternio unitario, como su nombre lo indica, es aquel que cumple la si-
guiente propiedad:
q = cosα+ λ sinα
‖q‖ = 1
A.2 Cuaternio como operador lineal
Usando el cuaternio unitario q se define un operador de vectores v ∈ R3:
Lq (v)
∆
= q ⊗ v ⊗ q∗
=
(
q20 − ‖q¯‖
2
)
v + 2 (q¯ · v) q¯ + 2q0 (q¯ × v)
(A.1)
Se hacen dos observaciones. La primera es que el operador lineal A.1 no cambia
la longitud del vector v esto es debido a que esta compuesto por el cuaternio unitario
q
‖Lq (v)‖ = ‖q ⊗ v ⊗ q
∗‖
= ‖q‖ ‖v‖ ‖q∗‖
= ‖v‖
(A.2)
La segunda observacio´n es que el operador A.1 no cambia la direccio´n de v, si
este se encuentra a lo largo de q
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v = kq¯
qvq∗ = q (kq¯) q∗
=
(
q20 − ‖q¯‖
2
)
(kq¯) + 2 (q¯ · kq¯) q¯ + 2q0 (q¯ × kq¯)
= k
(
q20 − ‖q¯‖
2
)
(q¯)
= kq¯
(A.3)
Esencialmente, cualquier vector a lo largo de q no cambia cuando se le aplica
este operador. Esto nos hace suponer que Lq actu´a como una rotacio´n sobre q [10].
Otra de las propiedades de este operador, es su linealidad con R3. Para cualquier
vector v1, v2 ∈ R
3 y a1,a2 ∈ R se muestra que
Lq (a1v1 + a2v2) = a1Lq (v1) + a2Lq (v2) (A.4)
De este modo, se puede concluir que al aplicar Lq sobre un cualquier vector v ∈ R
3 es
equivalente a aplicar la matriz de rotacio´n construida a base del cuaternio unitario
similar a la ecuacio´n (3.4).
Ape´ndice B
Ana´lisis de estabilidad
La estabilidad de los sistemas dina´micos no lineales se garantiza (ya sea local o
global) utilizando el ana´lisis de estabilidad de la teor´ıa basada en Lyapunov.
Si se tiene una funcio´n de Lyapunov V (x) donde en este caso x representa el
vector de variables de estados, se dice que es estable si cumple con los siguientes
criterios para cualquier x 6= 0.
V (0) = 0.
V (x) > 0, es decir definida positiva.
V˙ (x) < 0, definida negativa.
V (x) tiene que ser diferenciable y continua
Al cumplirse estos criterios, se concluye que el origen es un punto de equilibrio
y por consecuencia x→ 0.
Para propo´sitos de esta tesis, se propusieron dos funciones candidatas de Lya-
punov, tanto para el algoritmo de orientacio´n como para el algoritmo de posicio´n.
Particularmente para este trabajo se utilizo´ un ana´lisis similar a [15] y [18].
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Consideremos la siguiente funcio´n candidata de Lyapunov para la estabilidad
en orientacio´n:
V = 1/2STr JSr (B.1)
Tomando la derivada temporal de esta ecuacio´n y utilizando la ecuacio´n (5.8)
se obtiene la siguiente inecuacion:
V˙ = −STr KdSr + S
T
r (d (t)− Yr) ≤ −‖Sr‖ (λmı´n (Kd) ‖Sr‖ − η (t)) (B.2)
donde η (t) representa todos los torques externos. Notese que s´ı ‖Sr‖ > (c/λmı´n (Kd))
para c = supt≥0η (t), entonces se asegura que V˙ < 0.
Ahora consideremos la siguiente funcio´n candidata de Lyapunov para la esta-
bilidad en posicio´n:
Vp = (m/2)S
T
rpSrp (B.3)
Siguiendo el mismo procedimiento, se toma la derivada temporal de la funcio´n
candidata y utilizando la ecuacio´n (5.16) resulta:
V˙p = −S
T
rpKpSrp ≤ − (2λmı´n (Kp)/m)V p (B.4)
Lo que significa que Srp → 0 exponencialmente ra´pido. Si tomamos la derivada
temporal de la ecuacio´n (5.14), obtenemos S˙p + γp tanh (Sp) → 0 lo cual implica la
solucio´n exponencial de ξ (t) hacia la trayectoria deseada ξd (t)
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